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れている｡ 例えば (i)転移は外部磁場が零の痔に限って可能｡ (i)磁化は温
2)
度の減少函数であ り,二次元以上の系では温度が充分に低ければ自発磁化が存
在する.2)5)5)(il)寅の ｡urie点は常に Weiss･近似の ｡urie点 より低ま)04)
等の事が厳密に証明されている｡しかし ,反強磁性 工sing Mod.elの場合は
事情は強磁性o')場合ほど明きらかではないO相転移に関 しての強力な武給であ
1)6)7)8) 2)
る Lee-Yangの定理も Griffiths不等式 も全てその成立は
ferromagnetic･な場合に限られているOそれ故 これ ら諸定型が反強磁性の
9)







§2 基 本 式
系は二つの Sul⊃lat_℃ice A と f3からなるとし ,異 る Sul江a′七七iceの
ISpin間には反強磁性的結合があ り,同一 sublatticeの Spin間には強磁
性的結合があるとするo例えは ,S.C`lattioeで ,nearestneight)or
間には反強磁性的結合があ り,第二近接 Spin間には強磁性的結合がある場合
などは ,今考えている模型に含まれている｡ ハ ミル トニアンは次の株に書け る0
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H- - I Jaa′SaSaJ - 1lJt.I)′SbSb′
- I JabSaSb+Eh'asa: EhbSも,
ここで
Jaa′≧ o JTJb′2 0 ･Jab≦ 0
(2.1)
(2.2)
とし ,h; ,hb は a一点 b一点にかかる外湯 (符号は ,A一格子点に関する
ものは負になっている｡)なお ,全文を通じ,aa′等はA格子点を表わし ,
b,b′等はP,格子点を表わすo i,j,超,P等の文字は ,A,B両格子点を




gx はPatjii operatorである｡明きちかに ,
C2-1
C-1sa c- -sa




-aJaa′Sa,gal- ZJtt)′StSt)′+llJf沌 〕aJLJbC? C:















? ? ? ?? ? ? ?
i反強磁性=Singmodelの相転移とLee-Yang函数の性質
Z - Tr exp (- P H)
Z｡ - Tr exp (- βH｡)
(2.4)I(2.5)から ,
Z ± Zo
<Sa- Sa′ Sl〕- S-b′>
,- < (- Sa) ･･･ ( - S a/ )Sb ･･Sb,>
§5 Grif'fiths′ ineq_uali手ies
強磁性 =sing riOaelに於げろ Grif-fith不等式は次の様であるo
(i) <si>o≧ 0








-<siSjS鼻S･2>0-- < Si Sj>O<,S浄 Se>ロ ≧ 0
(5.4)
(iv) <siSJ>o ≦ E <S護 Sj>o thPJii (5･5)薄幸i
< > D は強磁性 =singmod-elに関する熱平均 , (i-)～ (ii)は非負の
不均一磁場がある時 ,(iv)は外湯がない時の)平均であるOこれらに応 じて ,
考えている反強磁性系では ,
(i′) <sa> ≦ 0 , < St)> > 0






Sb′> 2 0 (5.7)
∂




〆1拓 く sa〝- - <sa〝 sa, saい く Sa〝> 'Sa･′Sa-
≦ o
p~1計器 < sb- - < Sa ga′STJ, - <･Sa′Sa′- <Sも-
･≧ 0 (5.8)
･~1惹 < ･sa"sap〝 ク エ <saga′sa〝sd〝ラ
- <SaSa′> <SP〝〕a′′> 2 0
(こ1
し.J'
情 監 < sa, sa″- - <saBa′sa"sb-
- <sa′sa〝> <sa,sJb> 蛋 0
∂ Jbb/
< SaSa.′> - <Sa.S,aJSbSt)′>
- くSaSa′> <SbStJ> > O
p~1毒 < sa･sb･- - <Sa Sb"Sb′Sb -
- <sasb"> く SbLl･b′> 5; o＼
∂
p~1- <sa,･st′> - く Sa.SbSa′ Sわ′.>
∂ Jaも
- <Sa,Sb> <Sa'′St′> ≧ 0
(5.9)
Sb> + Z <S,gSも♪ th β Ja 遥 ≧ o追≒a




(iJ)～ (IiI')迄は ,hま≧ O, ht,≧ 8･ (iv′)
は 五a:l土 hb- D の時の平均であるO
これらは ,(i)～ (iv)二に (2.9)を用いて導けるoこれらの不等式から強
磁性 Zsingmod.elに関して Grif-壬●ithsが得た結果を導 く事はたやす いと
, 丁
(Tl) 上記の反強磁性 =singmoaelSPの部分系 Sに hLtR･O･t'(long
rangeo摘 er)が現われるなら S.Oにも L･ft･〇･が存在する｡部分系とは
元の系 Soのいくつかの Spln間相互作用を除いた系の事で ,`一 ,二次元系は
SO甲部分系であるo
実際∴ (5･7)(53)より l<siSj>lほ任意の け伽 ‡の増加函数である
事がわかるO これは ,ー i ,'j;P,J一･rnが A に属しよう~が ,Bに属しようが変 ら
ない o 従って全ての 1<･si Si>!は Soに於ける値の方が Sに於ける値より
常に大きい.即ち Sに L･R･〇･があれは Soにも存在す る.
(T2) 部分格子 A又はBの磁化は温度の減少函数である.
Griffithsのや り方をそのままに用いて云えは次0.)様になる.温度を上げ
る事は全ての iJijlを減少させると同じ効果があるo･ (5･6)持 8)から ,
l<Si>)は LJ是plの増加函数 となるから ,温度の減少函数であ◆るo
(T5) 二 ,三次元系では低温で部分格子自発磁化が存在す争｡











? ? ? ? ??
?





又 ,対応する強磁性 =singmod_el (2.5)のスピン当 りの平均磁化は ,
Mo-N~1 ll<si>o (5･12)
NA,NBは ･A,空格子の格子点の数 ,
N- NA +NBである｡ (2･9)より
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M0 -- NA N-1MA+NB N: 1MB (5.15)
強麓性 =8ingmod.e工では低温で自発磁化が存在する事はよくしられてい
2)5)
る｡ よって ,少 くともA,Bの うち一方は自発磁化がある｡
(iv′)は ,Weュ_Ss近似の Cur ie点は其の値 より必ず高い事を示すのに便
2)
われ る ｡ この場合は次の様に云える｡
(T4) 最近接交換相互作用は1-J(J≧0)第二近接 Spin闇相互作用
K(K2o)の S.C.Zsing mod_elーでは ,






を与え ,weiss近似の Curie点以上では自発磁化は存在 しない事になる｡
A,yは最近按第二最近接格子点の数である｡ Weiss近似の Cu串 e点
Tw=zJ以上では ,(5･15)が充されるo
Griff･ithsに習って弓)常に + 告の値をとる "｡h｡Lqt Spin" を B_
la･tticeに入れるo 均 ~ 磁 場盲 hBが ヨーlatticeにかかっている系は ,
この 1.Ghost SpinI soを導入する事により磁場がない場合に書き直され
る｡即ち新しく ,
Jbひ - hB2 0, Ja,0 - 0 (5.16)
という相互作用を入れればよいoこの Spin s｡が常にを'J-fE･る値をとろとい
う制限付きの平均をく > ′で表わす ｡ < >′は通常の制限なしの平
均 < ク で次の様にかける｡





A- 良-A13 2 <SaSo･>
[":B-Ny z 2-<SbSo>
(5.10)を用いて ,
匝Ai≦ - Ny E2 2<SaJ s｡> thPJaa,a,キa′
- N-AIE E 2< Sb′So> thPJab′
I)'*o
･IB≦ N;1長 吉′2< Sb′So> 怯 P Jbb,
bJ*o





- K (i,j: nextneareLSt neight)ors)
だから ,
lMAl (1-y七hPK) 蛋 N三1NBIMB Z thβJ
~1 匝Afzth P JMB (1-y thPK) ≦ NA NB
･ 与 th β hB
これ より
1-y thβFL≧ D なら
●















§4 工Jee-Yangの定理と Lee-Ya･ng函数 Ip
強磁性 =singmod･elの分配函数は "fugacity '1 の函数 として ,その零
1)6)7)8)
点が全て単位円に限 られるとい う Lee-Yangの定艶を充す o
この定理は相転移が磁場等の時にしか起 らぬ事を保証 している｡等価性か
ら我々の系に於ける "工,66-YEBng0)定理 '事は次の形に書ける｡.
(T5) (2.1)で与えられる反強磁性 =sing mod_elの状態和
Tr exp (-β王i)Z(ESb-ESa) (4.1)
は Z-exIP(βh)の函数 として ,その零点は単位円にかぎられ るo (但し ,
(2･1)で ha:= hb= 0)
これは ,次･V lLte-Ya-ngの lemma" の直接の鮭巣である.
(T6) F(Z l ･･･ZNA yl′ .･･ y NB′ )
- Tr〔exp(-PH,zTsl ･･, zI,;"A y l,S l'･･ySNB",B′〕
は次の性質をもつ ｡ もし ,
[:;;I,
なら ,
-> 1 i- 1,2, ,NA
～ .1 i;1･/2,J･+･,NB′:




Izi!= 暮yit- 1 (i= 1/･,NA, 1;'{･,NB′) も (45)
ここに 1･･NA はA格子に一,1′ -N,′ はB格子に属するものとする｡
実際 (T6)は単に ,強磁性 =sing modelに於いては ,
Tご eX, '-OHO) Zヲ1･･Z≡N 偏 )
が Lee-Yangの iemmaに従う事 ,即ち (4.5),(4.4),(4.5)を充す事を意
味するに過ぎない｡
n変数 zl, ,Znの函数でこの Lee-Yangの 1emmaを充す函数は色
々の特色をもっている｡主要なものをあげてみよう｡
(Dl) I(Zl ･TZn).は次の性質を充す時 S次の Lee-Yang函数と云 い
と書 くO､S蒜 を ,1･首.･･･-の値をとる0
5､
fELe.iS)
(A)･Z,S･･znS f は 各 z i の 2S次多項式で ,Z言S･･Z孟Sの係数は零
でない｡
(B) fは Lee-Yangめ iemm8.,は従 うO即ち ,
lzii≧ 1 (i- 1･･･n)
f(Z1-Zn)= 0
なら,
lzil-1 日 - 1, ,n )
圭一は次の性質を充す ｡
(4.9)
(T7) fEL占n(8)なら ･任意のm変数 Z.･二･Zmをとった時,fq,Z宇Z2S
q
- zmu (m≦ n)の係数はやは りS次の Lee-Yang函数であるO











仮に tZiの轡 †zriO)が卑って ,
伊S(ZIO/･,zn三.)- o





を充したとするO Appendixに示す様に ,次の様な値の組 fzi')が存在する｡
グ8(Zl', ,Zp'1-1)キ o
Jzi'J之 1 (i- 1,･･,n-1)




Eは任意の正数であるO従って次の様な連続年遠 †zi(ち)) (1≧ t2 0;
i- 1, ,n-1)が存在する｡
zi(0)- Zi0
才E((Zi(セリ )キ 0 1≧ 七> O
eim 伊S (‡zi(七)い - o
tー 0







を充す Znを tの函数と考えると,go/gsは ,(4･12)の板の有限ケの積の
～10-
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和だから ,ダo/ダS - - である為には少 くとも一枚は 七- 0で無限大になろO
従っ塞-,七が十分′トさけれぼ ,その絶休債を 1より大に出来 る｡即ち次の変数
の組が存在し ,
I-=･｢-":I-,I-
≧ 1 (i- 1･･,n-1)I
> 1





(T7)は ,与えられた函数が Lee-Yang函数か否かを checkするに有用
である｡
(T8) fELef.S)なら全ての IziIカ日 よ り大きい場合は , 回 は各 Izil
の単調増加函数で ある｡
(T9) fが次の性質を充すとする｡
feLefs) (S-与, 1, 言 )
f(ZT,1 ,Z-nl)- i(Z1, ,Zn)
f(Z書 ,Zn3*)- f米(zl, ,Zn,
この時
f(Zl/,Z2'･･Zn / ) -0
Iz2′l--- lzn'1- 1
















n- 1の時 ,グS(Zl)は (A)により恒等的に零ではないのだから,高々
2Sケの Z,の値で零になるだけである｡ そこで ,この零点をさえさけてやれ
紘 , (4･14),(4･15)を充す ZiJは (4･16)を充すから ,求めるZ､の組が存在
する事になる｡






一方 ダsJ(Z.0-zm三.)が零なら,gs'は m-‥う変数の函数だから ,帰納法
の仮軍により (4･14)～ (416)を充す izi'日 華 が存在して 才S'キ 0に出
来る｡従って再び前の議論が くり返せる事になるので定理は証明された｡
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反強磁性 Ising模型とLee-Yang函数
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Zsingmod.elに関して有効な欝定理 は多 く強磁性の場合に限られ ,Spin
間相互作用が反強磁性結合を含む時には成立が保証ざれない｡例えは ,Gri壬■f-
-yiths不等式については反例が示されている02) 一般に ,任意の反強震性体に
鍾して成立する定理が存在 しないだろう事はむ しろ当然であるO 三亘の ぎ‡止rl
からなる系を考えよう.第- と第二(･3gpinが反強磁性的蕪合をしていれば ,
この二つは反平衡にな りたがる.しか し ,もし全ての相互作用が反強磁性的で
あるとしたら第三の Epinは何ちらを向いたら良いのだろうか占それは Spin
間相互作用の相対的な大きさによって定る事になろう O これは反強磁性の場合I
は ,間組が本質的に多体問題だ とい う事を示 しているO-方 ,Le-ら-Yangの
1) 2)
定理 や Griffithsの不等式 の証明の要点は ,問級を事実上二体問題に直 し
てしま う事にある｡
反 強磁性の場合 も適当な条件をつけて ,この多体間鼠の困難を除けるなら厳
密な定理が得 られ る｡実際 ,最近接相互作用の場合には単純立方格子ならこの
9)
困難がない｡そしてこの場合は ,Yang の変換で強磁性の場合を羊直せるのだ っ
9)
た｡ 以下この Seriesで ,我々はより複雑な場合を考えてい く事になろ う｡ こ
l
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